Oefening: Diagnose & Troubleshooting – Shannon Entropy
De volgende schakeling moest worden geconstrueerd, met componenten die de invoeren die links binnenkomen verwerken tot een uitvoer. In een MAX-component is de uitvoer het maximum van de twee invoeren, in een MIN-component is de uitvoer het minimum. De afzonderlijke componenten zijn allemaal foutloos, maar bij het samenstellen van de schakeling kunnen MAX- en MIN-componenten onderling zijn verwisseld.


a) Met de MAX- en MIN-componenten wordt de schakeling gerealiseerd. Mogelijk zijn daarbij componenten verwisseld (dat wil zeggen: op de plaats waar een MIN-component geplaatst had moeten worden, is een MAX-component geplaatst, of andersom). 
Bij de invoeren A = 3, B = 8, C = 5 en D = 6 resulteren uitvoeren E = 5 en F = 8.
Laat zien dat de schakeling niet correct functioneert.
b) Welke componenten zijn mogelijk fout, gegeven dat alleen componenten verdacht zijn die stroomopwaarts van de fout liggen, en dat niet iedere invoerwaarde de uitvoerwaarde beïnvloedt?
c) Beperk de verzameling bij onderdeel b gevonden hypothesen door per verdachte component te veronderstellen dat deze verwisseld is, en dan na te gaan of de gegeven invoeren de geconstateerde uitvoeren leveren.
d) Als de invieren veranderd worden in A = 8, B = 4, C = 9 en D = 7, dan zijn de uitvoeren E = 7 en F = 8. Welke component is verwisseld?

a) Als er precies twee kandidaten zijn met gelijke kans, dan geldt voor de Shannon-entropie: 

H = - pi log pi = - (0,5 log(0,5) + 0,5 log(0,5)) = -log(0,5) = 0,693147

b) Als er precies vijf kandidaten zijn met gelijke kans, dan geldt voor de Shannon-entropie: 

H = - pi log pi = - (0,2 log(0,2) + 0,2 log(0,2) + 0,2 log(0,2) + 0,2 log(0,2) + 0,2 log(0,2)) = -log(0,2) = 1,609438

De Shannon-entropie is groter dan bij onderdeel a. Dat is niet zo gek, omdat bij a de situatie duidelijk al meer uitgekristalliseerd is: daar hoef je nog maar één hypothese te elimineren, tegen nog vier bij b.


c) Als er precies 10 kandidaten zijn met gelijke kans, dan geldt voor de Shannon-entropie: 

H = - pi log pi = - 10 * 0,1 log(0,1) = -log(0,1) = 2,302585

Als er precies 20 kandidaten zijn met gelijke kans, dan geldt voor de Shannon-entropie: 

H = - pi log pi = - 20 * 0,05 log(0,05) = -log(0,05) = 2,995732

Als er precies n kandidaten zijn met gelijke kans, dan geldt voor de Shannon-entropie: 

H = - pi log pi = - n*1/n *log(1/n) = -log(1/n). Deze waarde gaat naar oneindig als n naar oneindig gaat.
Het is niet vreemd dat bij een groter aantal kandidaten met gelijke kans de entropie steeds groter wordt: je moet telkens meer kandidaten uitsluiten.


d) Als er twee kandidaten zijn waarvan de ene een veel grotere kans heeft dan de ander, geldt voor de Shannon-entropie:

H = - pi log pi = -(0,9 log(0,9) + 0,1 log (0,1)) = -(-0,0948245 -0,2302585) = 0,325083.

Deze entropie is kleiner dan bij de twee kandidaten met gelijke kans uit onderdeel a. Ook intuïtief is de situatie hier beter dan bij a: je kunt je er hier op richten om de tweede kleine kandidaat te elimineren, en je maakt een grote kans (0,9) dat je daarmee goed zit.


e) Als er maar één kandidaat is met kans 1, dan geldt voor de Shannon-entropie:

H = - pi log pi = -1 log 1 = 0

De entropie (chaos) is 0, want er is inderdaad volledige duidelijkheid over de juiste diagnose.


f) Als er één kandidaat is met grote kans (0,995) en daarnaast vijf kandidaten met zeer kleine kans (0,001 per stuk), dan geldt voor de Shannon-entropie:

H = - pi log pi = -(0,995 log(0,995) + 5 * 0,001 log (0,001)) = -(-0,0049875 - 0,0345388) = 0,039526.

Deze uitkomst lijkt meer op onderdeel e dan op onderdeel d, omdat hier bij f de eerste kandidaat zo’n grote kans heeft, dat hij de totale uitkomst klein houdt. Ook intuïtief is de situatie hier beter dan bij d, omdat je nu nog veel meer kans hebt dan bij d dat je goed zit als je je erop concentreert om de (vijf) kleine kandidaatjes te elimineren.
Als de vijf kleine kandidaatjes gecombineerd zouden zijn tot één kandidaat met kans 0,005, dan geldt voor de Shannon-entropie:

H = - pi log pi = -(0,995 log(0,995) + 0,005 log (0,005)) = -(-0,0049875 - 0,0264916) = 0,031479

Dit is iets kleiner dan de entropie met vijf losse kleine kandidaten. Het is ook intuïtief moeilijker om vijf kleine kandidaten per stuk te elimineren dan hun combinatie.
